Computacao Grafica

e Criacdo, armazenagem e manipulacdo de modelos de objectos e
subsequentes imagens por meio de computador.

=> Arquitectura dum sistema gréafico raster:

— Memaoria Controlador
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Rasterizacdo de primitivas graficas
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=> Poligonos:

e Preenchimento do poligono definido pela sequéncia dos vértices,

independentemente dos valores pré-existentes na memdoria (2D).



1. Algoritmo Par-Impar ( Even-Odd )

- E um algoritmo de varrimento por linhas, em que os pixels s&o

testados ndo individualmente, mas tirando partido da...

a) coeréncia por linha de varrimento:
- Se um dado pixel duma linha pertence ao poligono, €
provavel que os pixels vizinhos também pertencam.

b) coeréncia por aresta do poligono:
- Se uma aresta intersecta uma dada linha de varrimento,

é provavel que intersecte também as linhas vizinhas.

e Etapas do algoritmo FILL AREA: (Para cada linha de varrimento)

1. Calcular todas as intersec¢cdes com as arestas do poligono
Nota: as arestas horizontais sdo excluidas do algoritmo

2. Ordenar as intersec¢Oes segundo os valores crescentes da abcissa

3. Preencher todos os pixels entre pares de interseccdes

- Alguns vértices ddo um namero impar de interseccdes, o que leva a
preenchimento incorrecto. Para resolver este problema faz-se o
preenchimento entre cada par de intersec¢bes, mas exclui-se as
arestas para as quais a ordenada da linha de varrimento seja as sua

ordenada méaxima.

=> Linhas:

e Segmentos de recta definem-se pelas coordenadas dos extremos P, e
P, por hipétese de valores inteiros.



P, (x,,¥,) =
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BEEE
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- A cor, grossura e tipo de traco sdo atributos possiveis para as
linhas. Ha implementacbes em que o pixel corresponde a P, nédo
é activado, permitindo que ndo seja escrito mais do que uma vez se
se tratar duma linha poligonal.

1. Algoritmo Incremental ( DDA )

procedure LINE (x1,yl,x2,y2,value: integer);
{ when -1 <m < +1 only }
var dx,dy,x,y,m: real;

begin

if x1<>x2 then

begin
dy := y2-yl; dx := x2-x1; m := dy/dx; y := yl;
for x:=xl1 to x2 do
begin

WRITE PIXEL(x,round(y),value); y =y + m

end

end

else if yl=y2 then WRITE PIXEL(x1l,yl,value)
end;

2. Algoritmo de Bresenhan

procedure LINE BRESENHAM (x1,yl,x2,y2,value: integer);

{ Condigao de aplicabilidade: 0=m=1

Para resolwver nos outros octantes faz-se uma conversio para este! }

var dx,dy,ks kt,d,x,y,x end: integer;

begin
dx := abs(x2-x1); dy := abs(y2-yl); d := 2%dy - dx;
ks = 2*dy; kt := 2*%(dy - dx);
if x1 > x2 then begin x := x2; y := y2; x end := x1 end

else begin x :=x1; y :=yl; x end := x2 end;
WRITE PIXEL(xX,y,value);

while x < x end do

begin
x = x + 1;
ifd< 0 then d :=d + ks
else begin y =y + 1; d :=d + kt end;
WRITE PIXEL(x,y,value)
end

end;



2. Algoritmo do Ponto Médio

- O algoritmo de Bresenham ndo é de generalizacdo facil para as cénicas

em geral

e Aplicacdo ao caso duma recta, cuja equacao é

F(x,y)=ax+by+c=0

e Comparando com a forma explicita

y =mx+ B =(dy/dx)x+ B

e determinam-se os coeficientes da forma implicita:
a=dy

F(x,y)=dyx—dxy+Bdx=0 = b=-dx
c=Bdx

- Hipotese: dy>0, por escolha da ordem entre os pontos que definem o0s
segmento de recta

- Exemplo:

y=mx+b,com0<m<1

- Comparagéo no ponto medio M para se conhecer o novo ponto P com abcissa X, +1:

[0 = SUE oy ox o Eroa F(M)=a(x, +1)+b(y, +1/2)+c=d

else NE



- Como d” = F(M), no passo seguinte e quando..

.aescolha for E (novo M, para x,+2, mantera a ordenada)

d =F(X, +2, Yo +1/2) =a(X, +2) +b(y, +1/2) +¢

ou seja, em linguagem de programacdo: d :=d +a

.aescolha for NE (novo M, para X,+2, mantera a ordenada)
d =F(X +2, Yo +3/2) =a(X, +2) +b(y, +3/2) +C

ou seja, em linguagem de programagdo: d :=d +a+b

l::X]:—"" }'P) i E

- Como, por hipotese, as coordenadas das extremidades do segmento de

recta sdo os valores inteiros, a e b também o sdo:

Inicializagdo da variavel de decisdo no ponto P (x;,y;) :

F(x;+1,y;+1/2) = a(x;+1) + b(y;+1/2) + ¢
ax;+by,+c+a+b/2

F(xl,yl) + a + b/2
a + b/2

- O valor inicial da variavel de decisdo seria:
d =F(x, +1,y,+Y2)=a+b/2

- Mas, para se trabalhar exclusivamente com valores inteiros, multiplique-

se por 2 e substitua-se 2d" por d:
d =2a+b=2dy—dx

Concluséo: P := if d<O0 then {E}
X:=X+1Ad:=d+2 Xxdy
else {NE}
X:=x+1;y:=y+1 Ad:=d+2 X (dy-dx)



Grossura das Linhas

=> Replicagao de Pixels

+ Eficiente e facilmente adaptavel aos algoritmos de conversao raster
— As linhas terminam sempre vertical ou horizontalmente
— Pode implicar existéncia de vazios nos pontos de ligacdo de trocos

— E necessario decidir quando a grossura tiver um valor par

— Menor grossura ( * }/ 4 ) & aproximagéo de 45°

— Menos pixels na passagem de replicacéo vertical a horizontal

=> Boa solucdo para linhas pouco grossas

=> Forma do Aparo

+ Comparando com Replicacéo de Pixels, um aparo quadrado, por
exemplo, melhora a qualidade dos extremos duma linha

+ Um aparo circular (se possivel) evitara o problema

— Execugdo mais lenta

— SituacOes que ndo deve permitir sobreposicdo na escrita de pixels
— Altera o comprimento duma linha

— Grossura média varia com o declive, sendo maior (x+/2 ) a 45°



=> Preenchimento de Areas

e Criacdo de duas fronteiras, igualmente afastadas para cada lado: a

um segmento de recta corresponde um rectangulo.

+ Nao altera 0 comprimento duma linha

+ Pode aplicar-se o algoritmo FILL AREA *

+ Um aparo circular (se possivel) evitara o problema

— Dificuldades de realizagcdo em alguns casos (elipses)

— * mas se podera notar desfasamento em relagéo a linha central

=> Aproximacao por poligonais ( Grossas )

O NANN

e Uma curva é aproximada por trocos rectilineos, usando-se depois
0s algoritmos de converséo de linhas e poligonos.

+ Eficiéncia na geracéo (e recorte)

— Dificuldades com a aparéncia dos pontos de jungao



Enquadramento

=> Formato de um rectangulo

Xax — X

max min
a=

max min
Exemplos — 4:3 ¢ 16:9
e Condicdo para manter as proporc¢des da imagem no enquadramento:

X,= X, X2-X5
ajane|a:avisor_) Yz_Yl = YIZ—Y‘Z

>E=B

=> Coordenadas no Ecra

e Paracada ponto P(x,y) far-se-ia corresponder um vector P= {ﬂ

e Para o caso do enquadramento janela — visor ter-se-ia:

omee LTl HRHE

- Mas havera maneira de se obter o mesmo resultado apenas com

operadores multiplicativos e do mesmo tipo?...

P'=M,.M,.M,.P



e As transformacOes de coordenadas resolvem-se uniformemente
atraves do calculo matricial usando coordenadas homogéneas. A
X

cada ponto P(x,y,z) faz-se corresponder o vector P = ; . Portanto

1
os operadores (M) sobre os pontos (P) sdo matrizes 3x3 em 2D e 4x4
em 3D. Usam-se na forma P =M.P

- Tratamento Matematico:

e Translacéo:

10T, .
T, T)=|0 1 T =X
e g —y+T
001 y=rrl
e Mudanca de escala:
S, 00 .
5(5,,5.)=|0 S. 0 X =5,
X y_ y '
=S
0 0 1 Y=y

e Rotagao:

cosa —sSina 0
R(a)=|sina cosa O
0 0 1



e (LR

multiplicativos P =M,.M,.M,.P asolugdo é:

X| 1 0c][BO0O0][1 0 -A][x
y|=|0 1 F|.]0o E 0[./]0 1 -D|.|y
11]001|loo0 1/|0 0 1]]1

ou

P =T(C,F).S(B,E).T(-A-D).P

Projeccoes Geométricas planas

- A superficie de projec¢éo é um plano.
- As projectantes s&o linhas rectas.

=> Projecc¢ao Ortogonal

¥ P_I\/IORTP
K_:fx 1 00 O
ﬂ e w0100
> kT 10 0 0 O
X, 000 1

operadores

+ Mostra as dimensdes exactas das faces paralelas ao plano de

projeccéao

— Pode ser dificil avaliar a forma tridimensional do objecto



=> Projeccéo Obliqua -

{ — factor de reducdo ou de encurtamento

ol — angulo de fuga <

&
1 0 —/cosa O
M B 0 1 —/sinaeg O
R 10 0 0 0
00 0 1

- As projecces obliquas sdo determinadas / caracterizadas por:
a) Pelo angulo( B ) que as projectantes fazem com o plano de
projeccédo (z=0)
b) Pela orientacdo das projectantes, independentemente do angulo

com o plano de projeccao ( valores de 45° ou 30° para o)

Cavaleira: £=1 > B = 45°
Gabinete: ¢=05 > B =63,4°
Ortogonal: £=0 — B =90°

314

2/3 1/2




=> Projec¢cdo Axonométrica

j M. =Mear Ry (7). R, (0) z=0)

e Desenho Axonomeétrico

- Isometria:
— A=B=30°
—>rn=n=rn= 1
B | \lA

- Dimetria:

— A=B=36°50"
—>r1:%,r2:r3:1

36°50° 36°50°

— A=16°20" | B=3650
—r=rn=1,r= %
16°20° 36°50°

q




- Trimetria:

—A=17°|B=24°46
—>r1:1,l’2:% rgz%

—A=12°28"|B=23°16
— 1 =1, rzz% "3:%

e Projeccdo Axonométrica

[tg (A
— H:arctg( 9( )tg(B)]_%

o y= arcsen(\/tg (A).tg(B) )

- n=cos(y) ", = COS(‘g)cos(B) W= Sen(6’)cos(A)

- Uma projeccdo axonométrica é determinada / caracterizada:
a) Pelos angulos que os eixos coordenados locais ao objecto fazem
com o plano de projeccéo (ou...)
b) Pelos trés factores de escala (ou...)

c) Pelos angulos entre os eixos coordenados depois de projectados

Conclusdes:
e O paralelismo de linhas € preservado mas 0s angulos ndo o séo
e Os comprimentos sdo medidos usando-se factores de escala

correspondentes as trés direccdes axiais.



=> Projecc¢ao Perspectiva

- Plano de projecgdo em z = d # 0 e centro de projecgdo C na origem:

L N P’ X_P f 1 X, = L
/ d 7z T
" | Yo _ Y y
i - == — =
P(y2) /3, | d z Ve z/d
~ _,::1"
Zp=d — Z,=—
c - S z/d
‘_,-';/ ){p X
XP
- Coordenadas da imagem de P: P =1y
ZP
S
. . |Y =Yy
- Coordenadas homogéneas de P>: P = 7_
W =7/d
e
. y
- Podem obter-se de P pela aplicacdo da Mpgg: . M peg -
| Z/d ]

MPER =

o O O O

o o o b+
o o = O
2 . o o

P N < X




- Plano de projeccdo emz = 0 e centro de projec¢cdo C na (0,0,d) com d# 0::

’ Xo X X
P — X, =
Yp'/' P’ d d—Z —Z/d
i Yo _ Y y
1 _— — —_> =
. ; d d-z PP =1
S " 2,20 —> z,=—"
i " 1-z/d
X X
- Podem obter-se de P pela aplicagdo da M’ pgg: Z =M e - Z
1-z/d 1
10 0 O
: 01 0 O :
Meer = 00 1 0 d oo = Mpg > M
00 -Yd 0

- Implicacbes do paralelismo das direccdes principais do objecto com 0s eixos

Objecto alinhado com XY... deslocado para a esquerda... e também para baixo.

linha do horizonte
2 ponto de fuga: @

‘ff‘ffi'i'-':::_”' / :I;:- I‘ ‘
3 ponto de fuga: W/ @




Curvas e Superficies

=> Curva
- Especificada por uma ou mais equacdes com uma so varidvel independente

e Descricdo nao-paramétrica

- Forma explicita:
Q=(x,y=1f(x). z=g(x))
- Forma implicita:
Q=(F(xy,2)=0,G(xy,2)=0)
e Descricdo parametrica

Q=(x=f(t).,y=0(t).z=h(t)) a<t<b

=> Superficie

- Especificada por uma ou mais equagcfes com duas varidweis independentes

e Descricdo ndo-paramétrica

- Forma explicita:
Q=(x.y,z=f(xY))

- Forma implicita:
Q=(F(xy,2)=0)

e Descricdo paramétrica

Q=(x=f(s,t),y=g(s,t),z=N(s,1)) a<t<b, c<s<d



=> Curvas e Superficies

e Descricdo ndo-paramétrica

- Forma explicita:

1. Facilidade de calculo

2. Nao pode representar uma correspondéncia que nao seja funcéo

3. Ndo se podem aplicar directamente transformacBes por operadores

matriciais
Exemplo: y=v4-x*> € y=—/4-x* , —2<x<2
- Forma implicita:
1. Representacdo de correspondéncias que ndo sejam fungdes
2. Pode ser dificil a determinagéo das raizes
3. Nao se podem aplicar directamente transformacdes por operadores
matriciais

Exemplo: x*+y?-4=0, -2<x<?2

e Descricdo ndo-paramétrica

1. Representacdo de correspondéncias que ndo sejam fungcdes

2. Podem aplicar-se directamente transformacdes por operadores

matriciais
X = 2cos(t
® , 0<t<2n
y = 2sen(t)
Exemplo: ou
X = 2cos(2rt)
<t<1

y =2sen(2xt) ’



- Alguns requisitos no design de Curvas:

e Interpolar ou aproximar um certo nimero de pontos conhecidos,

obtendo-se a equacéo da curva

e Controlar através de pontos conhecidos e de forma previsivel (local

ou globalmente)

e Haver independéncia da forma da curva em relacdo aos eixos
e Permitir correspondéncias que nao sejam fungdes

e Existir tendéncia para suavizar pequenas irregularidades

Sl ___df———_‘j__ték———_ﬂ___ Rt

- — v N —

e Permitir a continuidade entre 0s tro¢os que constituam uma curva

complexa

\ Ordem 1 I
\
Ordem 0 ‘\5? ‘ Ordem 2
\ /
\ /f

12 Conclusao: Usar descricOes paramétricas




=> Curvas de Interpolacéo

e Problema:
— Pn 0
P, D, /1, - Encontrar uma curva Q(t)
a ~_ P/
5 ! ~o. que passe por n+1 pontos P;
0 "”/l 1n1
= 'o

- CondigGes do problema:

1. Qt,)=P ,i=0..n

2. Continuidade das fungdes e suas derivadas
- Resolucéo:

1. Usar polinémios interpoladores

1. Interpolacdo de Lagrange

- Existe um e um sé polindmio de grau n que resolve o problema:
Q(t) =D PLy ()
i=0

(t_to)"'(t_ti—l)(t_ti+l)"'(t_tn)
(t _to)---(ti — 1) — ) (6 1)

emque, L=

- Mas um polinébmio de grau n tem até n-1 extremos relativos e n-2 pontos

de inflexdo

- Em medicdes precisas, quando se usam muitos pontos, o resultado podera

ser uma oscilacdo indesejada da curva



2. Interpolacdo por Splines (naturais)

- A teoria dos splines trata da interpolacdo polinomial, no geral e por trocos

e Definicéo de Spline:
- Uma funcdo S(t), escalar ou vectorial, definida no intervalo [to, t,],
é um SPLINE de ordem Kk (ou grau k-1) se:
1. S(t) € um polinémio de grau k-1 em cada intervalo [t;, ti.1],
com t, < ... <t <t <.. <t
2. S(t) e as suas derivadas de ordem 1..k-2 séo continuas em

todo o intervalo onde é definida

- Dados: n+1 pontos P, (i=0..n) €nos t, |t ,t,]
- Objectivos: Encontrar 0s polindmios cubicos interpoladores por
trocos e que definem a funcdo Q(t) em [t,,t, ] tal que

pertence a C* nos nés

e Deducdo dos coeficientes:
- Sendo polinbmio cubico, para o intervalo [tk ,tk+1] pode escrever-se:

Q(t)=a, +b, (t-t)+c (t-t ) +d (t-t)3

- Condic0es fronteira:

Q(ty) = Py Qltir1) = Pysq
{ dQy : . dQy o
dt Je=t, = Re (“at }t=tk+ ;= Ricet

- Substituindo e resolvendo da:

a, =Py bk=F2K

_3(Ps1-Py) 2Ry Ryuq _2(PPror) R Ry
k hk2 hk hl{ k hK3 hk2 hkz

com  hg=t.q-t



e Condicdes adicionais:
- As 4 equacOes deduzidas para os coeficientes referem-se a cada um
dos trocos, pelo que haverd ao todo 4n equacdes. As derivadas R;

ainda ndo sdo conhecidas, pelo que precisamos de n+1 equacgdes.

- Condicéo para a segunda derivada:

d2 Qi dz Qi1

dt? )t=tk+-| = dt2 )t=tk+1

- Ao todo serdo n-1 equacdes, da forma:

- Para ndo deixarmos o sistema indeterminado, ha que introduzir

mais 2 equacoes:

Escolher valores para R, e R,

Alternativas arbitrarias
Impor R';=0 e R =0

e Desvantagens dos Splines naturais:
- Qualquer que seja a alternativa tomada para a resolucédo da
indeterminacdo do sistema, 0 ajuste da curva resultante depende
inteiramente da qualidade dos pontos dados, ndo se garantindo,
portanto, a auséncia de oscilagbes indesejaveis.

- Outro inconveniente é o do controlo global (e ndo local) da curva

Conclusao: Nao é boa solucdo para design interactivo




3. Interpolacdo por Parabolas

Po¥”

- Para se obter Q(t) entre P, e P, calculam-se duas parabolas u(r) e v(s),
definidas por trés pontos cada. Q(t) obtém-se por média ponderada de u(r) e

v(s), usando-se uma funcéo linear em ft:

Q(t) = u(r) (to - t)/to + v(s) t/to com 0<t<ty e tg=|P2-Pq|

—> Caracteristicas:

1. Q(t) é cubicaem t
2. Q(t) é de classe C*
3. O controlo é local, apropriado para design interactivo

4. O célculo ¢ pesado...

e Caélculos:
- Parébola definida por P, , P, e P, (0<r<d,):
u(r)=Po+r(P2-Po)/dr+ar(dr-r) (P1-B4)

-com.
dr=|Pz2-Po| By =P+ X (P2 - Py)
Xr = (P4 - Po) (P2 - Po) / (P2 - Pg)2 at=dr2x(1-x)

r=xdr+tcos 6, cos 61 = (P2 - P1) (P2 - Po) / (to dy)



- Parabola definida por P, , P, e P; (0<s<d):
v(s)=P1+s(P3-Pq)/ds+ps(ds-s)(P2-By)

- com:
ds=|P3-Pq| Bz = Pq + Xs (P3 - P1)
Xs = (P2 - P1) (P3 - P1) / (P3 - P1)2 Bp1=ds2Xs (1 -Xs)
S =Xsds +tcos 6, cos 62 = (P2 - Pq) (P3 - P1) / (to ds)

=> Curvas cubicas

- Curva no espaco 3D:

Q(t}= X{t] = axt3+bxt2+cxt+dx = [t3 t2t1]'[ax bx lc::lt dx]T
3 2
yiy | | a b, e tdd | o ee1].0a, b, ¢ d1T
2(t) attb th+c t+d

[ 2t1].[a, b, c d]

- Sempre que ndo estiver em causa apenas uma coordenada em particular,

por comodidade usar-se-a a expressdo geral (vectorial)

a(t)= at+bt+ct+d =[ 2t 1]. = T.A

da
b
c
d
Conclusédo: 4 coeficientes arbitrarios — pode-se impor 4 condicdes

=> Curvas de Hermite

- Condicgdes: 2 pontos a interpolar e vectores tangentes nesses pontos

Qo) =P, Q'(0) =R, Q(1) =P, Q'(1) =R,



Q(0) | = | Po

. Q(1) P3
Na forma matricial: Q'(0) Ry
Q'(1) R3

- Substituindo cada elemento Q(t) por T.A escrever-se-a:

00 0 1|.A=G,
11 1 1
0 0 1 0
3 2 1 0
- Resolvendo em ordem a A dara:
A=[0 0 0 1] .¢,=[2 2 1 1].¢,=m,.¢c,
11 1 1 3 3 2 4
00 10 00 10
32 10 10 00

pelo que uma curva de Hermite é daforma:  Q(t)=T.M, .G,

=> Curvas de Bézier

- Condicdes: As mesmas das curvas de Hermite, introduzindo-se 2 pontos
intermédios que determinam 0s vectores tangentes.

Q'(0) =Ry =3 (P, - Py Q'(1) =Ry =3 (P;-P))
,donde:
Py |=[1 0 0 o |[Po]
P 0 0 0 1 Py
R, 3 3 0 0 P
R:| [0 0 -3 3 | |Ps]




- Pelo que: QL) =T.M,.G;, = QM)=T.M;.G;

com a Matriz de Bézier: M, = | -1

(K]
o W& W
o O W &

L= e

- Exemplo geral da utilizacdo de Blending Functions Bj,(t) ordem n:

Q(t) = Py B, (t)+P, B, (t) +P, B, (t)+ ... +P_B_.(f)

com O0<t=1 e n=m+1
- Blending Functions de ordem n=4 para as Curvas de Bézier:
— Se Q(t) =T.M;.G; entdo T.Mq :[Bo4 B, B B34]

Bodt)= -2+ 3t2-3t+1 03 ]
B,(t)= 3t3-6t2+3t 07 {

Blt)= -38+3 ¢ 805 1

=> Aproximac¢ado Bézier-Bernstein

m
Q(t]= 2 Pi Bm(t] com 0=t=<1 e n=m+ 1
i=0

- Curva de ordem n, aplicada a m+1 pontos e tendo como funcées de peso
(Blending Functions) os Polinomios de Bernstein:

(n-1)!
Bin () = R ne-igr £ (10"

— As curvas ctbicas de Bézier &0 0 caso particular em que n=4 pontos



=> Algoritmo de DE CASTELJAU
- A partir dos pontos dados Pg; definem-se pontos auxiliares:

Pin()=(1-)Pqns O +tP (1)

e Exemplo: Verificar que Ps;(t) corresponde a curva cubica de Bézier

Pas(t) = (1-1) Pyy (1) + t Pyg (1)
=(1-9 (1-Y Py () +tPy (1) +
e Resolucéo: t((1-1) Py (1) + £ Pyg (1))
= (1-1)2((1-1) Py + t Py,) +
2 (t-12) ((1-1) Py, + t Pgy) + 2 (1 - 1) Py, + t Pgy)
= (1-1)3Pyy + (3t - 612 + 3t3) Py, +(3t2 - 3t%) Py, + 1 Pyg
= Qpegzier (1)

=> Curvas B-Spline

- O vector de geometria Gg; € igual ao de Bézier (Gg), sendo diferente a

matriz B-Spline:

= b w LA
o & W
= W oW &
o o o -

- Blending Functions:

T.Mg,=[ By, By, By ]

Byt)=(-t?+312-3t+1)/6
B,(t)=(3t-612+4)/6

B()=(-383+312+3t+1)/6

Conclusao:
Inicio de curva — vizinhanca de P,
Final de curva — vizinhanca de P,



e Propriedades: C°
- Sejam dados 0s seguintes vectores geometria:

GBS3= Po GBS4= P
P1 P32

P2
P4

- Sendo T_MBs=%[-t3+312-3t+1 30-612+4 -38+302+3t+1 ]

,e considerando o intervalo 0<t<1 para cada tro¢o, por substituicio

obter-se-&:
Q3{1]=%[0 1 4 1]1Gg,
1 Q; (1=, (0)
Q=114 1 0]6q,

Conclus&o: Juncio dos trocos do mesmo ponto, implicando continuidade C°

e Propriedades C!
- Primeira derivada;

&
dt

[-t2+2t-1 3t2-4t -3t2+2t+1 ]

| =

T.Mg =

- Considerando o intervalo 0<t<1 para cada tro¢o, por substituicdo
obter-se-a:

iu 1_

[0 -1 0 1]Gg,,

P | =

2 am=La,0
d dt 3{]df «(0)

il _1
Q=21 0 1 0]Gg,

Conclus&o: Continuidade C" no ponto de juncéo dos trogos



e Propriedades C*

- Primeira derivada:

‘12
o T-Mg = [-t+1 3t-2 -3t+1 t]

- Considerando o intervalo 0<t<1 para cada troco, por substituicao

obter-se-a;

d!

FQ3(1]=[G 1 -2 ]'.'3533 ; y
— Q. (1)=— Q, (0
d’ _ dt’ (1) dt’ +(0)
—=QO=11 2 1 0] Gy,

Conclusdo: Continuidade C? no ponto de jungdo dos trogos

e Continuidade e Interpolacdo

- Resultado dos graus de multiplicidade dos pontos de controlo:
> Multiplicidade 1 => continuidade C*G”
> Multiplicidade 2 = continuidade C*G*
> Multiplicidade 3 = continuidade C*G°
> Multiplicidade 3 = pode interpolar pontos de controlo
> Multiplicidade 4 = curva sem continuidade garantida
> Multiplicidade 4 = interpola até dois pontos de controlo
- Ha alternativa a interpolacé@o de novo(s) ponto(s)de controlo dito(s)

fantasma(s)

e Pontos de controlo Fantasmas

P-1 S

P . B
- Admitindo que se quer interpolar P, X



- Resolve-se matematicamente encontrando o ponto fantasma P_; que

verifique a condicao:

Q,(t=0)=T.Mg,.| P11 |=Pg

- Para uma curva cubica formada por diversos tro¢cos, um dado ponto de
controlo contribui, no maximo, em 4 intervalos contiguos relativos ao

parédmetro t. (Caracteristicas evidenciadas)

i3

- Graficamente, a funcéo Bi.14 obtém-se de Bi,4 por translacdo de uma

unidade em t. Mas a curva B-spline estard apenas definida nos intervalos

em que os somem 1. (Uniformizagdo resultante)




- Assim, para cada B4 o parametro t variara de i até i+4.

- Supondo a existéncia de k pontos de controlo, define-se:
— igual nimero de Blending Functions, desde By, até By 1 4
— k+3 intervalos em t, sendo os limites dos intervalos designados
por knot values
— k+4 valores de nos
— k-3 trogos, de Qs até Q,.4, respeitantes aos intervalos em que 0s

pesos tém soma unitaria
- Em vez de se ter que reduzir t ao intervalo [0,1] para a efectuacéo dos
célculos pelas formulas inicialmente dadas, os pesos deverdo ter uma
expressao analitica diferente.

- A melhor alternativa ¢ a utilizacdo do algoritmo recursivo de Cox-deBoor

- Esse algoritmo necessita conhecer os valores dos nos, usualmente

expressos numa sequéncia ndo crescente designada por knot vector

e Algoritmo Cox-deBoor

t*ti ti+4*t
B s =—¢Bist¢ =B
=3 i 4 i+1

I+

E () —I'BH (t)+ti+3_t B, .(t)
i3\ ot i\ ot Ci2
2 i i+3 1

- H

B t—ti ti+2_t
gy e Bl g B 50 l0)
i+ i i+2 i+

1 se t.<t<t
i i+1

0 caso contrdrio

Bi,1(t)_{



Curvas B-spline cubicas Nao-Uniformes

- Alterar o comprimento de um ou mais intervalos € possivel e
permite maior versatilidade de formas sem modificacdo dos pontos

de controlo.

- E por vezes (til anular o comprimento de um ou mais intervalos

- Sempre que os intervalos entre n0s ndo sejam todos iguais, a curva

diz-se ndao-uniforme

- O algoritmo de Cox-deBoor tanto se aplica as curvas B-spline

cUbicas uniformes como as nao-uniformes

- Usando o algoritmo de Cox-deBoor, 0 processo de calculo para as

curvas uniformes e nao-uniformes € perfeitamente 0 mesmo

- Exemplos:

1 1

0a 08

s [00123] o [01123]
04 04
02 0.2
(multiplicidade dupla)
[00012] [01112]

06 0&

04

0,2

0= T
1} 1 2 5

(multiplicidade tripla)

0.4

0z

=)
ra
w



e NURBS (NonUniform Rational B-Spline)

- Trata-se da divisdo entre dois polinomios que s&o curvas B-Spline

- Aplicacéo:
- Calcula-se uma curva B-spline em coordenadas homogeéneas
Quomlt) = [X=A(t) Y=g(t) Z=h(t) W=ki(t)]"
, € converte-se em coordenadas reais

X0 Y _zZ
=[x =wy ¥=wy 2wl

=> Curvas Beta-Spline
Qi{t)=T'Mﬂs . Gﬂ.si

- O vector da geometria Gﬂsi é igual ao do B-Spline GBsi, sendo

matriz £ — Spline dada por:

1 3 3 2 2
Mge =3 [ 287 2848 H+B2B) 2B +820+1) 2
3 3 2 2
68, -3(R,+ 283+ 282 3(R,*+ 28,7 0
3 3.
-68, 6(8,>-8,) 6R, 0
3 2
2R, B+ 4(8,2+ B, 2 0
, € em que: k=B, +2R, +4B +4B, +2

- Pardmetros globais: B, > 0 (Bias) e f, > 0 (Tension)

e Propriedades de B-Splines:
-Se B; = 0e B, =0entdo Mg = Mg,
- Convex Hull
- Controlo global por B, e B, se aplicarem a toda a curva
- C” e G’ nas juncdes de trogos

- C'nas juncdes de trocos quando B; = 1



=> Curvas de Catmull-Rom (ou Splines de Overhauser)

1

Q_(t)=T.Mc. Gg,, 2 5 4 -
-1 0 1 0
0 2 0 0O

- Blending Functions:

Bylt)= (- +282-1)/2
B, ()= (33-5t2+2)/2
T.Meg=[ By B By, ] o

B,(t)= (-3+4f2+t)/2

By,(t) = (13-12)/2

e Propriedades

- Considerando o intervalo 0<t <1 para cada trogo:

Q(0)=5[0 2 0 0]Gg=F,
Q=200 0 2 01Gg=F, Q,(1)=Q.,(0)
Q. (0=300200]6

By Fid
(C° e Interpolacdo de pontos de controlo)
d =1 2 2 2
ET'MCR_E[-31+4t-1 9t2-10t -9t2+8t+1 ]
L am=110 4 0 1]6, =12
ar 2 Bsi 2 d d
E Q (1) = EQM (0)
2 a, =111 01 01e, ="ifi

(Continuidade de C*)



=> Superficies Bicubicas na forma Paramétrica
Q(s,t) =  ap*sP*tita,tsPrtPtarsPrtta, Tl
321*52*t3+322*52*t2+323*52*1:"'&24*524'
a;*s *t+a,,*s *t?+a,;*s *t+ay, *s +

3 2
a"tra"tta"ttay

- Esta na forma de:
Q(s,t) =S -A-TT, 0<s<leO<t<l

S=[s® s2 s 1] T=[ 2 t 1]

e Forma de Hermite

- Curva de Hermite:
Q(s)=S.M,.G,

- Superficie:
Q(s,)=S.M,.G,(t)=S.M,.[P,(t) ]
P,(t)
R,(t)
| R4(t)

- Sejam elementos de Gy(t) curvas de Hermite:

P,)=T.M,.[ g, Py)=T.M,.| gy
[+ I 922
Jdq3 923
[+ Y24

R{()=T.M,.| g Ra(t) =T.My.| 94
932 92
933 943

934 L P



- Por transposicéo:

- Por substituicdo em Q(s,t)=S.M,, .G, (t):

Gu(t) =

Y1 9z
921 92,
Y31 93;
G Y42

G,= | 9

Y13
923
Y33
Y43

[P0 P R Ry0]=T.M,.a,

921

Y1z 920

913 Yoz

912 Y

gy |-M,TT
924
934
U4

92
92
Y32
Y2

¢ ES
923
933
Y43

914
924
924
924

931 941
Y32 Ya2
a3 93
Y34 Y4
Gu-M,". T

(superficie de Hermite)

Q(s,)=S.M,.Gy. M . T

- Interpretacdo da matriz de geometria de Hermite Gy:

G,=

Q(0,0)

Q(1,0)

Q(0,1)

Q(1,1)

OQ(S 2)/0t | .m0

0Q(s,t)/0t |s=q =0

0Q(s,1)/Bt |g=p 1=
o0Q(s,t)/ot |s=q 1=
OQ(S,1)/0S |zg1=g OQ(ST)DS |z =g F*Q(S,1)/OSOL [ g1z O?Q(S,1)/OSOL |oog 4=y

OQ(S,1)/BS |g=1 1=9 OQUSYOS |goq 1= CPQ(S,)/OSOL | =gy  OPQ(S,1)/ESOL [o2q 4=

(As 1% derivadas sdo os vectores tangente e as segundas denominam-se twist vectors)

e Forma de Bézier

Glsn=I5S M- G T




e Forma de B-spline

Gisil-5 MUEE M i

- Garante-se C” pela utilizagdo dos pontos de controlo via matriz de
geometria G;; a semelhanca das curvas B-spline com o vector de

geometria G;

e Transformacdes geométricas de curvas e superficies

- Aplicam-se aos coeficientes dos vectores ou das matrizes de geometria

- 7T UV U

0
(SRT) (SR)

¢ Plano tangente a uma superficie Bicubica

- Vector tangente segundo s:

6 a T T
— Qst)=—(S.M.G.M".T")
Os Os

=[3s22s10]1.M.G.M . T'

- Vector tangente segundo t:

6Q(t] a(SMGMTTT) ' o
— Q(s,t) = — .M.G. .
ot ot 2t



e \ector normal a uma superficie BiclUbica

- Vector normal;

Caenx Zasn= |7 7k
— Q(s,t — Q(s,t) = i
os ot .
xS yS ZS
X Yt z,
Recorte

=> Recorte (Clipping) por janelas rectangulares

ymax

ymin

A4

min max

e Pontos:
- P(x,y) é visivel se ndo for exterior a janela,

X< Xy AXZ X AYS Y AY2Y o

e Linhas (segmentos de recta)

- PQ é visivel de P for visivel e Q for visivel

1. Método da forca bruta

- Teste de paralelismo
- Resolucéo de um sistema de duas equagdes

- O ponto de interseccdo das rectas pertence aos segmentos?



2. Algoritmo de Cohen-Sutherland

- Baseia-se na definicdo de regides de teste com relacdo a janela W e
atribuicdo de um cadigo binério a cada extremidade de uma linha:

1001 1000 1010
0001 0000 0010
0101 0100 0110

P acimade W
P abaixo de W
P a direitade W
T ? P a esquerdade W
A

- Convencéo para cada ponto P: bit; = 1 se

1 2 3 4

- PQ é trivialmente aceite se: ( codigo(P) or codigo(Q) ) = 0000
- PQ é trivialmente rejeitado se: ( codigo(P) and cédigo(Q) ) # 0000

- Estratégia iterativa para os restantes casos, em que se procurara, entdo,

pelo menos uma intersecc¢ao

- Para implementar essa estratégia iterativa, escolhe-se-a a seguinte ordem
para efectuacdo dos testes

Bit1 — Bit2 — Bit3 — Bit4
, aplicando-se entdo as regras que decorrem da convengao usada:
Bits 1 diferentes — rejeitam-se as linhas acima de W e recomeca-se

Bits 2 diferentes — rejeitam-se as linhas abaixo de W e recomega-se

Bits 3 diferentes — rejeitam-se as linhas a direita de W e recomega-se

Bits 4 diferentes — rejeitam-se as linhas a esquerda de W e recomega-se



- Método de resolver a intersecgéo:

a) Resolugcdo de um sistema juntando as equagoes:

X=Xmax X=Xmin Y=Y¥Ymax Y = Ymin

b) Substituicdo pelo ponto médio

Xned = (XP + XQ)/2 Yied = (yP + yQ)/2

- Aplicado iterativamente, este algoritmo de pesquisa dicotdmica
necessita, no maximo, de log, M, subdivisbes com M, = nlmero

maximo de pixels de uma linha
=> Recorte (Clipping) por janelas poligonais convexas

- Poligono convexo: Aquele em que uma linha unindo dois quaisquer

pontos interiores ao poligono esteja nele totalmente contida
<
- Poligono (convexo) com orientagcdo positiva:

Eﬁc

A B

- Um ponto interior a um poligono convexo com orientacdo positiva fica a

esquerda de todas as arestas do mesmo

P interior B

.'/’
A o P exterior



- Matematicamente:

T ABxAP
lép,
xtd A B
[:
ABxAP = I J K = ((xg-Xa)(Yp-Ya)-(Xp=Xa)(¥5-Ya)) K=K K

(Xg=Xa) (Y-Ya) 0
(Xp=X5) (Yp-Ya) 0

K >0 = P aesquerda de AB
K <0 = P adireita de AB

=> Recorte (Clipping) de Poligonos por janelas rectangulares

1. Algoritmo de Sutherlan-Hodgman

Interior - exterior c

L

D

V; = Lista de vértices de entrada = [A B C D]
V, = Lista de vértices de saida = nil

interior B exterior c interior B exterior c

c’ /
A A
D D
A e B nointerior = juntarBaV, B interior e C exterior = calcular e juntar C’

vV, =[B] V. =[BC']



interior B exterior C interior exterior o

]
A A A
D D
C e D no exterior = continuar D exterior e A interior = calcular A’ e juntar A’e A
V,=[BC'] V,=[BC A A]

- Poligono apos o recorte:

A!

- Clipping stages:

V,—» CLIPLEFT |» CLIPTOP |» CLIPRIGHT | CLIPBOTTOM > V,
(nota: esta ordem € arbitraria)

=> Recorte (Clipping) de Poligonos

1. Algoritmo de Weiler-Atherton

- Nao gera arestas estranhas em poligonos concavos, quer teriam de ser
eliminadas em pos-processamento no caso do algoritmo de Sutherland-
Hodgman.

e Principais etapas do algoritmo:
1. Comega-se a percorrer o poligono em sentido retrogrado
2. Se for encontrada uma intersec¢do com a janela e:
2.1- a aresta em percurso estiver a entrar na janela:
- Memoriza-se a intersecc¢éo (inclui aresta) e continua-se

normalmente o percurso



2.2- a aresta em percurso estiver a sair na janela:
- Memoriza-se a intersec¢ao (inclui aresta) e o percurso
é desviado para a direita, continuando pelas arestas da
janela até a interseccdo seguinte e retomando o poligono
a recortar.

Recorte

- Grupo de pixels adjacentes e com valor igual

e Tipos:
+
.~ + +
- com ligacéo a 4 =
- com ligacdo a 8 DA
+ +*
+)(+)(+

- Classificacdo pela definicéo:
> definida pelo interior — algoritmos “flood-fill”

> definida pela fronteira — algoritmos “boundary-fill”

1. Algoritmo iterativo

1. new(pilha)

2. Percorrer a linha corrente, partindo do pixel inicial até encontrar o
pixel mais a direita, empilhando-o

3. pixel_corrente := pop(pilha)

Preencher a carreira(span = pixels adjacentes horizontalmente) do

pixel corrente, caso ainda ndo tenho sido tratada



4. Examinar a linha imediatamente acima da carreira corrente (da
direita para a esquerda), caso inda ndo tenha sido analisada, para
encontrar todas as carreiras acessiveis que a constituem

5. Para cada carreira, empilhar o endereco do pixel mais a direita

6. Repetir 4. e 5. para a linha imediatamente abaixo da carreira
corrente, se ainda estiver por tratar

7. Se a pilha ndo estiver vazia, recomecar em 3), sendo FIM



